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چکیده:
با ارزیابی، از پس خسارت  ها، ازآنجاکه می کنند. مدل  بندی مناسب احتمالی با   توزیع   های را خسارت   های بیمه  ای بیم  سنجی، پژوهش   های در

به توجه با این، بر علاوه می  شود. استفاده آن  ها مدل  بندی   برای می  کنند اختیار را مثبت مقادیر که توزیع    هایی از می  شوند معین پولی واحد  های

متغیره یک حالت در ویژگی ها این شوند. لحاظ مدل  بندی در بایستی که می  گیرند قرار کران دار محدوده یک در خسارت  ها بیمه  ای، قرارداد   های

مفید می  توانند مفصل  ها شرایطی چنین در می  شود. پیچیده  تر قدری مسئله متغیره چند حالت در اما نمی  کند؛ ایجاد چندانی محدودیت و دشواری

بررسی اساس این بر می  کند. ایفا مهمی  نقش چندمتغیره، تحلیل در گام نخستین به عنوان متغیر ها، بین همبستگی بررسی بااین وجود شوند. واقع

همبستگی ضریب راستا این در است. قرارگرفته موردتوجه مقاله این در که است مسئله ای آن  ها بین همبستگی بر خسارت  ها بودن کران دار تأثیر

دو بین همبستگی ضریب پایه بر مسئله ابتدا است. قرارگرفته مورداستفاده متغیر ها، بین رابطه بررسی برای شاخص متداول  ترین به عنوان پیرسون،

خسارت    های به مربوط داده    های است. انجام شده پیرسون همبستگی ضریب گشتاوری برآورد روی بر بررسی  ها ادامه در و بررسی شده تصادفی متغیر

بالایی و پائینی کران    های است. بررسی شده موردی مطالعه یک به عنوان ایرانی شرکت    های بیمه  از یکی در ثالث شخص جانی بیمه  نامه    های و مالی

تابع به توجه با همبستگی ضریب پارامتر به مربوط کران    های است. به دست آمده آن گشتاوری برآورد و پیرسون همبستگی ضریب پارامتر برای

داده  ها، ماهیت به توجه با این، بر علاوه است. استفاده شده ترتیبی آماره    های از همبستگی ضریب برآورد برای درحالی که است به دست آمده مفصل

می  دهد نشان به دست آمده کران    های مقایسه شده اند. مقایسه یکدیگر با و محاسبه صورت دو به جانی و مالی خسارت    های بین همبستگی ضریب

قابل ضریب این برای باریک  تری کران    های و نیست دسترس در خسارت    های بیمه  ای در پیرسون همبستگی ضریب برای −١ و +١ کران    های که

است. ترسیم

گشتاور تحدید، مرتب، آماره  های کلیدی: واژه   های

مقدمه ١

ذکرشده چنین شمسی هجری ١٣١۶ سال مصوب قانون بیمه  یک ماده در

در می کند تعهد یک طرف آن به موجب که است عقدی « بیمه  که است

بروز یا وقوع صورت در دیگر طرف از وجوهی یا وجه پرداخت ازای

بپردازد. معینی وجه یا نموده جبران را او بر وارده حادثه، خسارت

بیمه گر به بیمه گذار که را وجهی بیمه گذار، را تعهد طرف بیمه گر، را  متعهد

بر نامند». موضوع بیمه  می شود، که بیمه  را آنچه و حق بیمه  می پردازد

را حق بیمه  موضوع بیمه ، به توجه با بایستی تعریف، بیمه  گر این اساس

برای و است مسائل بیمه  گران مهم  ترین از یکی مسئله، این کند. معین

دارند. نیاز آماردانان و بیم  سنجان چون متخصصانی دانش به آن حل

به دادن پاسخ برای احتمالی ابزار های از به طورمعمول متخصصان، این

بیم  سنجی حوزه ادبیات در اساس این بر می  کنند. استفاده مسئله این

در تصادفی متغیر های به عنوان را موضوع بیمه  با مرتبط خسارت  های

قوی قانون چون حدی، قضایای و توزیع  ها نظریه از و می  گیرند نظر

چند عمل در بااین وجود .([٢٣] و [٢۴]) می  گیرند کمک بزرگ، اعداد

است: شده نوشتار این دستمایه که دارد وجود مهم نکته

موضوع بیمه؛ بودن چندوجهی (١)

سوی بیمه  گر؛ از خسارت پرداخت در محدودیت (٢)

خسارت ها . بودن مثبت (٣)

تعریف را پوشش تحت ریسک  های قرارداد بیمه  ای، هر برای  بیمه  گران

قرارداد های بیمه  ای، اغلب در ریسک، یک از بیش معمولا و می  کنند

یک خسارت های که معناست بدان این می  گیرد. قرار پوشش تحت
(r.mahmodvand@gmail.com مسئول: (نویسنده سینا بوعلی دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه ١
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موارد از بسیاری در که باشد منبع چند از ناشی می تواند قرارداد بیمه  ای

صنایع و پالایشگاه  ها در به عنوان مثال، هستند. تأثیرگذار همدیگر روی

انفجار رخداد امکان دهد رخ آتش  سوزی مخزن، یک کنار در اگر فرآیندی

دارای آتش  سوزی و انفجار ریسک دو پس برعکس. و دارد وجود هم

[١۵]-[١٣] زمینه این در نظری کار های (برای هستند ذاتی وابستگی

ارزیابی و مالی توانگری بازار، شرایط به توجه با ببینید). بیمه  گران را

خود تعهدات سقف قرارداد های بیمه  ای در می  دهند انجام که ریسکی

و درمان در بیمه   های ملموسی به طور موضوع این می  کنند. مشخص را

از خسارت  ها یعنی می  شوند؛ روبرو آن با و بیمه  گذاران دارد وجود اموال

از پرداخت، لحاظ از اما باشند، مثبتی مقدار هر می  توانند کمیت لحاظ

دارای هم پایین از خسارت  ها نیز گاهی شد. نخواهند بیشتر معینی سقف

هستند قابل بحث منظر این از فرانشیز چون موضوعاتی هستند. کف

وجود ببینید). را [٢۴] همکاران و کلاگمن بیشتر نظری توضیح (برای

موجب قرارداد بیمه   ای یک در پوشش تحت ریسک   های بین وابستگی

احتمالی ابزار های به کارگیری در که است گسترده  ای انعطاف شدن مختل

بیم  سنجان و آماردانان دارد. وجود مستقل تصادفی متغیر های برای

به منجر که کردند گسترده  ای تلاش   های محدودیت این بر غلبه برای

اسکلار مقاله در رسمی به طور ابزار این شد. مفصل نام به ابزاری معرفی

در آن به کارگیری برای زیادی بسیار کار های پس ازآن و شد معرفی [٢٩]

در مرتبط کار های برخی از خوبی مرور گرفت. صورت مختلف حوزه    های

متعددی پژوهش    های است. ارائه شده [٢۶] نیلسن و [٢٢] جو مطالعه

برای مفصل از که است انجام شده مطالعه    های بیمه   ای حوزه در هم

به عنوان مثال کرده   اند. استفاده ریسک   ها بین وابستگی گرفتن نظر در

برای مفصل کاربرد های با آشنایی برای خوبی منبع [١۶] والدز و فریز

امبرخت توسط متعددی پژوهش     های این بر علاوه است. بیم   سنجان

در که است انجام گرفته پس ازآن و میلادی ٩٠ دهه در او همکاران و

لی و گائو مطالعه در شد. خواهد اشاره آن ها از برخی به بعدی بخش

حوزه در مفصل از که پژوهش    هایی از به روزتری فهرست می  توان [١٧]

پایه بر مفصل، معرفی بااین وجود کرد. مشاهده را کرده   اند استفاده  بیمه 

ریاضی تابع یک به  کارگیری مستلزم و است گرفته صورت احتمال تابع

با معمولا متغیرها بین ارتباط بررسی مفصل، کنار در است. مشخص

ساده    ای شاخص    های و نمودارها چون ساده، توصیفی ابزار های از استفاده

رویکرد تفاوت می  گیرد. قرار موردتوجه هم همبستگی، ضرایب قبیل از

پدیده    ها از که است داده    هایی بررسی، مبنای اینجا در که است آن در

مطالعه    های حوزه در پیرسون همبستگی ضریب کاربرد داریم. اختیار در

برای پیش    پردازش    ها بیم   سنجی، حوزه در است. گسترده بسیار  بیمه   ای

در این بر علاوه است. انجام قابل شاخص این پایه بر مدل   سازی

بخش    های بر مؤثر عوامل بررسی دنبال به که مدیریتی نوع از مطالعه    های

می  شود. استفاده خطی همبستگی ضریب از هم هستند مختلف بیمه 

به پیرسون همبستگی ضریب پایه بر [١] همکاران و صحت به عنوان مثال

شرکت    های بیمه  در رقابتی مزیت و سازمانی نوآوری بین ارتباط بررسی

بررسی برای [٢] هاشمی و مظلومی دیگری مطالعه در است. پرداخته

همبستگی ضریب از آن ها اثربخشی با راهبردها اجرای قابلیت ارتباط

کاربردی مطالعه [۴] همکاران و آوانزی است. گرفته کمک پیرسون

داده انجام مختلف بیمه   ای رشته    های بین همبستگی وجود درباره جالبی

در است. کرده بحث ارتباط    هایی چنین بودن موهومی یا واقعی درباره و

به ابتلا و سلامت در بیمه  تقلبات بین ارتباط بررسی برای دیگری پژوهش

اهمیت .[٣٠] است استفاده شده پیرسون همبستگی ضریب از ١٩ کووید

بویر چون دیگری پژوهش    های در مشتقات قیمت    گذاری در ضریب این

موضوع به هم مطالعات از برخی در است. بررسی شده [٨] همکاران و

ضریب منظر این از و پرداخته   اند کلی   تری به صورت ریسک   ها وابستگی

[٧]) داده   اند قرار موردبررسی کاندید یک به عنوان را پیرسون همبستگی

بودن کران دار و مثبت آیا که ببینیم می  خواهیم مقاله این در .([٢٠] و

همبستگی ضریب شاخص برآورد میزان بر می  تواند خسارت   های بیمه  ای

پژوهشگران از برخی که همان طور واقع در باشد. داشته تأثیر پیرسون

پیرسون همبستگی ضریب گسترده کاربرد های علی رغم اشاره کرده اند هم

:([٧] و [۶]) هستیم روبرو شاخص این درباره جدی مسئله دو با

غیرخطی ذاتاً ارتباط  های بررسی به مربوط عموماً نابجا: استفاده •

است؛ شاخص این از استفاده با

نادیده گاه و دارد بستگی داده ها  توزیع ماهیت به نادرست: تفسیر •

می شود. گرفته

[−١+,١] بازه از باریک  تر محدوده موضوع که است یاد شایان

در پیش  تر تصادفی، متغیر دو بین پیرسون همبستگی ضریب برای

در اما [٩])؛ و [۵]) است گرفته شده نظر در هم دیگری پژوهش  های

است. نشده صحبتی شاخص این برآورد محدوده خصوص

نظری نتایج ٢

FX توزیع تابع   های با مثبت تصادفی متغیر های Y و X کنید فرض

باشند. C مفصل تابع و ρ(X,Y ) پیرسون همبستگی ضریب و FY و

U یکنواخت تصادفی متغیر برای که دادند نشان (٢٠٠۵) دنوئیت آنگاه
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داریم:

− ١ ≤ C(F−١
X (U), F−١

Y (١ − U))√
V ar(X)V ar(Y )

≤ ρ(X,Y )

≤ C(F−١
X (U), F−١

Y (U))√
V ar(X)V ar(Y )

≤ ١.

که می  کند بحث اساس این بر [١١] امبرخت و [١٢] همکاران و امبرخت

Y ∼ LN(٠, و(٢ X ∼ LN(٠, ١) تصادفی متغیر اگر به عنوان مثال،

مقدار هر با حاشیه  ای  ها این با توأم مدل یک نمی  توان آنگاه باشند،

خاص حالت این برای داشت. [−١+,١] بازه در همبستگی ضریب

که است داده شده نشان

− ١ <
e−σ − ١√

(e− ١)(eσ٢ − ١)
≤ ρ(X,Y )

≤ eσ − ١√
((e− ١)(eσ٢ − ١)

< ١.

در و به دست آمده [١٠] دی ویوس توسط پیش  تر خاص حالت این البته

[٢٨] هوانگ و شی و [٢٧] سیگل و رومانو مانند مختلفی مطالعه   های

این پیشین مطالعه  های در که تفاوت این با است. اشاره شده آن به هم

همبستگی ضریب برای [٢١] هوفدینگ از زیر برابری به توجه با نتیجه

ρ(X,Y ) =

∫ ∫
(FX,Y (x, y)− FX(x)FY (y)) dxdy√

V ar(X)V ar(Y )
,

و نرمال متغیر یک بین همبستگی کران   های این بر علاوه شد. حاصل

همچنین است. بررسی شده [١٨] گراداشتاین توسط برنولی متغیر یک

متغیر دو بین پیرسون همبستگی ضریب کران   های درباره [۵] باربیرو

شاخص این کران   های بر آن ها تأثیر و محدودیت سری یک با رتبه  ای

بسیار وابستگی می   توان که می   دهند نشان نتایج این است. کرده بحث

خطی همبستگی ضریب میزان اما داشت تصادفی متغیر های بین قوی

شکل   های به و نیست عجیبی نتیجه این البته باشد. صفر به نزدیک

متغیر های X١, . . . , Xn اگر به عنوان مثال است. دیده شده مختلف

j و i زوج هر برای کنیم فرض و باشند σ٢ یکسان واریانس با تصادفی

واریانس بودن نامنفی از آنگاه باشد، برقرار cov(Xi, Xj) = ρ رابطه

.ρ ∈ [−١/(n − ١), ١] که دید می  توان به سادگی  متغیرها این مجموع

واریانس با مستقل تصادفی متغیر های X١, . . . , Xn اگر این بر علاوه

واریانس با مستقل تصادفی متغیر های Y١, . . . , Yn و باشند σ٢ یکسان

cov(Xi, Yj) = رابطه j و i زوج هر برای کنیم فرض و باشند σ٢ یکسان

تحدید این .ρ ∈ [−١/n, ١/n] که می  شود نتیجه آنگاه است برقرار σ٢ρ

است: (١) روابط برقراری به توجه با

var

(
n∑

i=١

Xi ±
n∑

i=١

Yi

)
≥ ٠. (١)

متغیرها روی بر خاصی شرایط گرفتن نظر در با نتایج این هرچند

ممکن که می  کنیم فراموش عمل در مواقع بسیاری در به دست آمده اند،

همبستگی ضریب ممکن مقادیر بازه تحدید باعث مشابهی شرایط است

خسارت   های مانند عملی، شرایط از برخی در شد گفته که همان طور شود.

است ممکن که هستند محدودیت   هایی دارای متغیرها مقادیر  بیمه   ای،

شوند. آماری شاخص   های روی بر خاصی نظری ویژگی   های ایجاد باعث

پیرسون همبستگی ضریب گشتاوری برآورد درباره دهید اجازه اکنون

باشیم، داشته ها (xi, yi) از تایی n نمونه یک اگر که می   دانیم کنیم. بحث

زیر به صورت پیرسون همبستگی ضریب گشتاوری روش به برآورد آنگاه

است

r =
sxy
sx.sy

=

n∑
i=١

xiyi − nx̄ȳ

(n− ١)sx.sy
, (٢)

مؤلفه و اول مؤلفه نمونه ای معیار انحراف ترتیب به sy و sx آن در که

دو این بین نمونه ای کوواریانس sxy و هستند نمونه ها زوج این دوم

برای که دادند نشان [٢۵] حسنی و محمودوند می دهد. نشان را مؤلفه

جذر از کوچک  تر همواره نمونه  ای تغییرات ضریب نامنفی مشاهده   های

نامنفی مشاهده های برای ایشان نتیجه به توجه با مشاهده  هاست. تعداد

داریم:

sx
x̄

≤
√
n ,

sy
ȳ

≤
√
n =⇒ ١

sx.sy
≥ ١

nx̄ȳ
.

همواره ،|∑n
i=١ xiyi − nx̄ȳ| عبارت در رابطه این طرفین ضرب با

داریم: مثبت مشاهده   های برای

|r| =
∣∣∣∣∑n

i=١ xiyi − nx̄ȳ

(n− ١)sxsx)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ ∑n
i=١ xiyi

n(n− ١)x̄.ȳ
− ١

n− ١

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ n

n− ١

∑n
i=١ xiyi∑n

i=١ xiyi +
∑

i̸=j xiyj
− ١

n− ١

∣∣∣∣∣ . (٣)

xi < mx شرط    های نمونه   ها مقادیر همه برای کنیم فرض اگر حال

باشد برقرار هستند، معینی مقادیر my و mx آن ها در که yi < my و

داریم آنگاه

mxmy

mxmy + (n− ١)maxi ̸=j xiyj
≤

∑n
i=١ xiyi∑n

i=١ xiyi +
∑

i ̸=j xiyj

≤ mxmy

mxmy + (n− ١)mini ̸=j xiyj
, (۴)

با می  شوند. همگرا صفر به نابرابری این طرفین n شدن بزرگ با که

در nx̄ȳ > sx.sy نامساوی به  کارگیری و مشاهده  ها بودن مثبت فرض

آنگاه: sxy > ٠ اگر که دید می  توان (٢) رابطه و r تعریف n∑صورت
i=١ xiyi

(n− ١)nxy
− ١

n− ١
≤ r ≤

∑n
i=١ xiyi

(n− ١)sxsy
− ١

n− ١
(۵)
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است: بازنویسی قابل نیز زیر به صورت که

n

n− ١

∑n
i=١ xiyi∑n

i=١ xiyi +
∑

i ̸=j xiyj
− ١

n− ١
≤ r

≤
(∑n

i=١ xi

) (∑n
i=١ yi

)
−
∑

i ̸=j xiyj

(n− ١)sxsy
− ١

n− ١
. (۶)

باشد، بزرگ  تر ∑i̸=j xiyj عبارت هرچقدر که می  دهد نشان (۶) رابطه

فاصله  −١ و +١ کرانگین   های از همبستگی ضریب برآورد مقدار

می  گیرد.

متغیر های w
(y)
١ , . . . , w

(y)
n و w

(x)
١ , . . . , w

(x)
n کنید فرض .٢. ١ لم

w
(y)

(١) ≤ و w
(x)

(١) ≤ . . . ≤ w
(x)

(n) کنید فرض به علاوه باشند. برنولی

داریم: آنگاه .. . . ≤ w
(y)

(n)

n∑
i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≤

n∑
i=١

w
(x)

(i) w
(y)

(i) .

که است واضح متغیرها مقادیر به توجه با اثبات:
n∑

i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≤

n∑
i=١

w
(x)
i

n∑
i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≤

n∑
i=١

w
(y)
i .

داریم: نتیجه در
n∑

i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≤ min

{
n∑

i=١

w
(x)
i ,

n∑
i=١

w
(y)
i

}
.

یک مقدار p تعداد w(x)
١ , . . . , w

(x)
n مجموعه در کنیم فرض اگر طرفی از

تعداد w(y)
١ , . . . , w

(y)
n مجموعه در و باشد داشته وجود صفر n − p و

آنگاه: باشد داشته وجود صفر مقدار n− q و ١ مقدار q

n∑
i=١

w
(x)
i = p

n∑
i=١

w
(y)
i = q.

داریم: به سادگی این بر علاوه
n∑

i=١

w
(x)

(i) w
(y)

(i) = min {p, q} .

داریم: نتیجه در
n∑

i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≤ min

{
n∑

i=١

w
(x)
i ,

n∑
i=١

w
(y)
i

}
=

n∑
i=١

w
(x)

(i) w
(y)

(i) .

متغیر های w
(y)
١ , . . . , w

(y)
n و w

(x)
١ , . . . , w

(x)
n کنید فرض .٢. ٢ لم

w
(y)

(١) ≤ و w
(x)

(١) ≤ . . . ≤ w
(x)

(n) کنید فرض به علاوه باشند. برنولی

داریم: آنگاه . . . ≤ w
(y)

(n)

n∑
i=١

w
(x)
i w

(y)
i ≥

n∑
i=١

w
(x)

(i) w
(y)

(n−i+١).

به توجه با صورت این در .v(y)i = ١ − w
(y)
i کنید فرض اثبات:

که است واضح ١. ٢ لم
n∑

i=١

w
(x)
i v

(y)
i ≤

n∑
i=١

w
(x)

(i) v
(y)

(i) .

داریم: نتیجه در v
(y)

(i) = ١ − w
(y)

(n−i+١) که می دانیم
n∑

i=١

w
(x)
i

(
١ − w

(y)
i

)
≤

n∑
i=١

w
(x)

(i)

(
١ − w

(y)

(n−i+١)

)
,

می کند. کامل را ٢. ٢ لم اثبات که

مرتب آماره های x(١) < x(٢) < . . . < x(n) کنید فرض .٢. ٣ قضیۀ

آماره های y(١) < y(٢) < . . . < y(n) و x١, . . . , xn نمونه  های با متناظر

آنگاه: باشند، y١, . . . , yn نمونه  های با متناظر مرتب
n∑

i=١

x(i)y(n−i+١) ≤
n∑

i=١

xiyi ≤
n∑

i=١

x(i)y(i), (٧)

n
n∑

i=١

x(i)y(n−i+١) ≤
n∑

i=١

xi

n∑
i=١

yi ≤ n

n∑
i=١

x(i)y(i). (٨)

در قضیه این از بخشی اثبات درباره مختصری توضیح اثبات:
جزئیات است شده سعی اینجا در که است آمده [١٩] همکاران و هاردی
بررسی را (٧) رابطه بالای کران ابتدا شود. ارائه اثبات از کامل  تری
به صورت می  توان را مرتب متغیر های از یک هر که داریم توجه می  کنیم.
نوشت: x(j)−x(j−١) متغیر های از یک و صفر ضرایب با خطی ترکیب

x(١) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ٠ + · · ·+

(
x(n) − x(n−١)

)
× ٠

x(٢) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ + · · ·+

(
x(n) − x(n−١)

)
× ٠

...

x(n) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ + · · ·+

(
x(n) − x(n−١)

)
× ١

به صورت iام مرتب متغیر ضرایب کنید توجه بالا نوشتار به اگر

بردار ابتدای در یک مقدار i دارای که است (١, . . . , ١, ٠ . . . , ٠)

و معادله  هاست این از یکی xi اما است؛ ادامه در صفر n− i و

داریم: دهد، نشان را آن ضرایب w
(xi)
١ , . . . , w

(xi)
n آنکه فرض با

xi =

n∑
j=١

w
(xi)
j

(
x(j) − x(j−١)

)
,

و n = ٣ اگر نمونه به عنوان که داریم توجه .x(٠) = ٠ آن در که

برابری  های: برای آنگاه x٣ > x١ و x١ > x٢

x١ = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ٠,

x٢ = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ٠ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ٠,

x٣ = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ١,
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بنویسیم: ماتریسی به صورت را یک و صفر ضرایب می  توانیم
١ ١ ٠

١ ٠ ٠

١ ١ ١

 .

ماتریس به کنیم مرتب صعودی به صورت را ستون هر اگر حالا

می رسیم: زیر


١ ٠ ٠

١ ١ ٠

١ ١ ١

 .

بود: خواهد زیر به صورت ضرایب ماتریس این با مرتبط معادلات

x(١) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ٠ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ٠,

x(٢) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ٠,

x(٣) = x(١) × ١ +
(
x(٢) − x(١)

)
× ١ +

(
x(٣) − x(٢)

)
× ١.

که گرفت نتیجه می توان بنابراین

x(i) =

n∑
j=١

w
(x(i))

j

(
x(j) − x(j−١)

)
.

داریم: معادلات و ضرایب بازچینش قابلیت این با
n∑

i=١

xiyi =

n∑
i=١

n∑
j=١

w
(xi)

j

(
x(j) − x(j−١)

) n∑
k=١

w
(yi)

k

(
y(k) − y(k−١)

)
,

n∑
i=١

xiyi =

n∑
j=١

(
x(j) − x(j−١)

) n∑
k=١

(
y(k) − y(k−١)

) n∑
i=١

w
(xi)

j w
(yi)

k .

نتیجه اخیر رابطه در مجموع آخرین در ١. ٢ لم از استفاده با
که: می شود

n∑
i=١

xiyi ≤
n∑

j=١

(
x(j) − x(j−١)

) n∑
k=١

(
y(k) − y(k−١)

) n∑
i=١

w
(x(i))

j w
(y(i))

k ,

n∑
i=١

xiyi ≤
n∑

i=١

n∑
j=١

w
(x(i))

j

(
x(j) − x(j−١)

) n∑
k=١

w
(y(i))

k

(
y(k) − y(k−١)

)
,

برابری به توجه با که

x(i) =

n∑
j=١

w
(x(i))

j

(
x(j) − x(j−١)

)
,

درستی می کند. کامل را ٣. ٢ قضیه در (٧) رابطه بالای کران اثبات

برای است. قابل بررسی به سادگی ٢. ٢ لم به توجه با پائین کران

همواره: که داریم دقت (٨) رابطه

n∑
i=١

n∑
j=١

(
x(i) − x(j)

) (
y(i) − y(j)

)
≥ ٠.

هر i > j اگر و هستند منفی پرانتز دو هر باشد i < j اگر زیرا

کران درستی عبارت، این کردن ساده با هستند. مثبت پرانتز دو

از پائینی کران مشابه به طور می  رسد. اثبات به (٨) رابطه بالایی

است: کامل قضیه اثبات و می  شود حاصل زیر رابطه
n∑

i=١

n∑
j=١

(
x(i) − x(j)

) (
y(n−i+١) − y(j)

)
≤ ٠.

ضریب برای می  توان ١ قضیه در (٧) رابطه از استفاده با

کرد: تعریف را زیر کران  های پیرسون n∑همبستگی
i=١ x(i)y(n−i+١) − nxy

(n− ١)sxsy
≤ r ≤

∑n
i=١ x(i)y(i) − nxy

(n− ١)sxsy
. (٩)

همبستگی ضریب برابر (٩) رابطه در پائینی کران که داریم توجه

بالایی کران و است (x(١), y(n)), . . . (x(n), y(١)) زوج  های

(x(١), y(١)), . . . (x(n), y(n)) زوج  های همبستگی ضریب برابر

(x١, y١), . . . , (xn, yn) نمونه های مقادیر نظری لحاظ از است.

یا (x(١), y(n)), . . . (x(n), y(١)) موارد از  یکی بر منطبق می تواند

است واضح ١ قضیه طبق باشد. (x(١), y(١)), . . . (x(n), y(n))

مثبت بالایی کران و منفی (٩) رابطه در چپ سمت کران که

مشاهده  ها بودن مثبت فرض با و (٩) رابطه از استفاده با است.

و r تعریف صورت در nx̄ȳ > sx.sy نامساوی به  کارگیری و

آنگاه: sxy < ٠ اگر که دید می  توان (٣) رابطه
∑n

i=١ x(i)y(n−i+١) − nxy

(n− ١)sxsy
≤ r

≤ n

n− ١

∑n
i=١ xiyi∑n

i=١ xiyi +
∑

i ̸=j xiyj
− ١

n− ١
.

تلفیق از باشد، منفی یا مثبت sxy مقدار اینکه از فارغ بنابراین

داریم: مثبت داده های برای (٩) و (۶) روابط

∑n
i=١ x(i)y(n−i+١) − nxy

(n− ١)sxsy
≤ r

≤
(∑n

i=١ xi

) (∑n
i=١ yi

)
−

∑
i̸=j xiyj

(n− ١)sxsy
− ١

n− ١
. (١٠)
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نتیجه می  توان ١ قضیه در (٨) و (٧) روابط تلفیق از این بر علاوه

که n∑گرفت
i=١ x(i)y(n−i+١) −

∑n
i=١ x(i)y(i)

(n− ١)sxsy
≤ r

≤
∑n

i=١ x(i)y(i) −
∑n

i=١ x(i)y(n−i+١)

(n− ١)sxsy
. (١١)

نوشت: نیز زیر به صورت می  توان را (١١) رابطه

|r| ≤
∑n

i=١
(
x(i) − x(n−i+١)

) (
y(i) − y(n−i+١)

)
٢(n− ١)sxsy

. (١٢)

واقعی مثال یک ٣

ثالث شخص به بیمه  مربوط خسارت ادعای ٧٩١٨ تعداد

شرکت بیمه شده اند یک در خسارت پرداخت به منجر که اتومبیل

داده  های فایل در خسارت  ها سوابق گرفت. قرار موردبررسی

X با را آن  ها ما که «مالی» و «جانی» دسته دو در شرکت این

یکی در پرونده هر بود. شده دسته  بندی می  دهیم، نشان Y و

ادعای فقط (٢) جانی خسارت ادعای فقط (١) نوع سه از

این بر داشت. قرار ادعا، نوع دو هر (٣) و مالی خسارت

مربوط (X,Y ) متغیر های یافته  های به مربوط بردار های اساس

و (٠, yi) ،(xi, ٠) صورت سه از یکی به i خسارتی پرونده به

ضریب میزان .yi > ٠ ،xi > ٠ آن  ها در که می   باشد (xi, yi)

است. −٠٫٠٠١۴٣ برابر خسارت نوع دو بین پیرسون همبستگی

گرفت نتیجه می  توان (٩) فرمول به  کارگیری با که داریم توجه

می  تواند داده  ها این برای پیرسون همبستگی ضریب مقدار که

بر این، بر علاوه بگیرد. قرار (-٣۴١۵٩٫٠ و ٩۶٠١٣٫٠) بازه در

دست به (-٣۴١۵٩٫٠ و ٣٧۶٢۶٫٠) بازه نیز (١٠) فرمول اساس

را آگاهی این است ممکن کران دو بین ناهمگونی می  آید.

و مالی خسارت   های بین بهتری بررسی که کند منتقل ما به

منشأ آنکه به توجه با واقع در بگیرد. صورت بایستی جانی

اغلب در ثالث، شخص در بیمه  مالی و جانی ریسک دو هر

خسارت  ها تجمیع از استفاده راهکار یک است یکسان موارد،

تجمیعی متغیر های بین همبستگی محاسبه و هر بیمه  گذار برای

کد یک که شماره بیمه   نامه  ها از خسارت  ها تجمع برای است.

تجمیعی خسارت   های یافته   های مجدداً شد. استفاده است، یکتا

و (٠,
∑

yi) ،(∑xi, ٠) فرم سه از یکی در هر بیمه   نامه برای

پراکندگی نمودار های ٢ شکل در گرفت. قرار (
∑

xi,
∑

yi)

خسارت   های مجموع و خسارت پرونده   های حالت، دو هر برای

می  کنیم ملاحظه که همان طور است. داده شده نمایش  بیمه  گذاران

ضریب مقدار می  شود. دیده شفاف  تری ارتباط تجمیعی نمودار در

بسیار که است ۵۶١٢۶٫٠ برابر تجمیعی متغیر های برای همبستگی

پرونده   های به مربوط مشاهده  ها که است حالتی از بزرگ  تر

دید می  توان (٩) فرمول پایه بر بالا مانند هستند؛ خسارتی

بازه در می  تواند داده  ها این برای همبستگی ضریب مقدار که

فرمول اساس بر همچنین، بگیرد. قرار (-٢٩٧١٢٫٠ و ٩۵۵٨٨٫٠)

نشان که می  آید دست به (-٢٩٧١٢٫٠ و ٨٨٨٧٩٫٠) بازه نیز (١٠)

توجه می  دهند. ارائه را مشابهی تقریباً نتایج فرمول دو می  دهد

سقف   های به هر بیمه   نامه برای خسارت  ها تجمیع که داریم

همخوانی مقاله این نظری نتایج با و می  شود نزدیک  تر پرداخت

می  کند. پیدا بیشتری

بررسی تحت مطالعه در ثالث شخص مالی بیمه  و جانی خسارت های به مربوط پراکندگی نمودار .١ شکل



١٢- ١٣٢۵ ص ،۵۵ پیاپی شماره ،١۴٠٢ تابستان و بهار یک، شماره ،٢٨ صفر سال آماری، ١٣١اندیشه

نتیجه گیری و بحث ۴

ارتباط بررسی در متداول گزینه یک به عنوان پیرسون همبستگی ضریب

این ویژگی   های از یکی می  گیرد. قرار مورداستفاده همواره متغیرها بین

برای ویژگی این است. [−١, ١] بازه به محدود که است آن ضریب،

این تحدید درباره پیش  تر است. برقرار هم ضریب این گشتاوری برآورد

بازه یک مفصل اساس بر و شده بحث مختلف احتمالی توزیع   های در بازه

مقاله، این در است. ارائه شده پیرسون همبستگی ضریب برای باریک  تر

موردبررسی پیرسون همبستگی ضریب گشتاوری برآورد برای موضوع

می  توان یافته  ها مقادیر کران  داری تحت که شد داده نشان و گرفت قرار

پیرسون همبستگی ضریب گشتاوری برآورد برای محدودتری کران   های

لذا و است برقرار خسارت   های بیمه   ای مورد در شرایط این کرد. ارائه

شد. بررسی و مطرح داده   های بیمه   ای از مثالی کاربرد، یک به عنوان

نتیجه  گیری و تفسیر در می  تواند موضوع این به توجه که داد نشان نتایج

کند. ایجاد قابل توجهی تغییرات داده  ها از
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Exploring limits for the Pearson Correlation Coefficient and
its Application for Study of Insurance Losses

Rahim Mahmoudvand1

Abstract:

In actuarial studies, insurance losses are treated as random variables, and researchers seek appropriate probabilistic models

to represent them. Since losses are evaluated in terms of a unity amount, distributions with positive support are typically used

to model them. While this poses no issue for univariate cases, it becomes more complicated in multivariate scenarios. While

copulas can be helpful in such situations, studying correlation is a crucial initial step. The Pearson correlation coefficient,

widely used in statistical analysis, measures the strength and direction of the linear relationship between two variables.

Furthermore, we analyze a real-world dataset from an Iranian insurance company, including losses due to physical damage

and bodily injury, as covered by third-party liability insurance. Upper and lower limits for both the Pearson correlation

coefficient and its estimator were derived from the analysis. Furthermore, twomethods were used to determine the correlation

between physical damage and bodily injury, and then the results were compared. Instead, our analysis reveals that narrower

bounds can be established for the Pearson correlation coefficient in such cases. The results of this study provide important

insights into modeling insurance losses in multivariate cases and have practical implications for risk management and pricing

decisions in the insurance industry.

Keywords: Order Statistics, Moment, Confinement.
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